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Algebra
door
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§1. Permutaties cn combinaties.

Onder een permtatie van een aantal elementen CPERRRNL N wordt
verstaan de in een of andere volgorde genomen verzameling dezer ele—
menten.

Zo bezitten de elementen 24585 de volgende twee permutaties:

8485 €N 8524, Het valt niet moeilijk na te gaan hoeveel permutaties
een verzameling van n elementen bezit, welk aantal wij met P! zullen
aangeven. Gaan wij de n elementen rangschikken, dan kan op de eerste
plaats elk der n elementen staan en is eenmaal een keuze voor het ele=
ment op de ecrstec plaats gedaan, dan kunnen de overige n-1 elementen
nog over alle vorige n-1 plaatsen worden gepermuteerd. Bijgevolg is
P o= nPn—1, waaruit wegens P = 1 onmiddellijk volgt P* = h!, waar-
bij met n! wordt bedoeld het getal 1.2...n. Voor n=2 hadden wij dit
resultaat hierboven al gevonden.

Op allerlei plaatsen in de wiskunde , de kansrekening en de sta-
tistiek en ook in dc¢ practijk spcclt het begrip permutatie een be-
langrijke rol. Dit gcldt trouwens ook voor de hierna te bespreken
begrippen combinatie en variatie.

Wij geven enkelc voorbeclden. Zij gevraagd de som van alle ge-
tallen van 5 cijfcrs, waarin elk der cijfers 1,3,5,7 en 9 precies één
keer voorkomt. Ondcer deze getallen zijn er P4 stuks waarbij het cijfer
1 op de voorste plaats staat, even zovele waarbij dit cijfer op de
volgende plaats staat, enz. dus dg¢ bijdrage van het cijfer 1 in de
som der getallen is P4 x 11111 = 24 x 11111+ Op analoge wijze vindt
men voor de bijdrage van het cijfer 3 in de gezochte som de waarde
P4 X 33333 enz. De waarde der gezochte som is dus.

24 x 11111 x (1+3+5+7+9) = 6666600,
Opge1. Een gezelschap van 9 volwassen personen spreekt af iedere\gag
te dincren aan een ronde tafel en daarbij steeds weer op een andef@,
wijze ( dat is op een wijze waarbij niet ieder dezelfde twee buren \
heeft als bij een vorige maaltijd) aan te zitten. Hoe oud is de jong:\\
ste van het gezelschap op de dag van de laatst mogelijke masltijad tan"
minste? '

Thans bespreken wij het begrip variatie. Een variatie van k uit
elementen is een keuze van k elementen uit de groep van n elementen.

|
\



al 2.
Het aantal mogelijke dergelijke variaties geeft men aan met VE. Wij
leiden een formule af voor VE.
Voor het eerste clement der variatie van k uit de n elementen
zijn n mogelijkheden, terwijl bij een eenmaal gedane keuze voor de

overige k~1 elementen nog alle variaties van k-1 uit n-1 elementen
kunnen worden genomen. Bijgevolg is

-1
VE = nvﬁq d

waarult wegens V? = h door volledige inductie volgt

Vn n!‘
= n(n=1)... (n-k+1) = W .
Voor k=n vinden wij het vorige resultaat P° = V? = n! terug.

Opg.2. Hoeveel getallen van 4 ongelijke cijfers zijn er? Bepaal ook
hun som.

Opg.3. Hoeveel getallen onder de 10.000 bestaan er waarin geen zelfde
cijfer tweemaal of wvaker optreedt?

Onder een combinatie van k uit n elementen verstaat men een groep
van k elementen genomen uit de n elementen waarbij het van geen be-
lang is in welke volgorde die k elementen genomen worden. Het aantal
combinaties van k uit n elementen geeft men aan met CE. Wenst men
wel op de volgorde te letten, dan dient men nog achteraf alle permu-
taties van iedere combinatie van k tc beschouwen (welk aantal Pk = k!
is), waarna men weer alle variaties vindt. Bijgevolg is

n _ n _ n!

ﬁ%k _Vi,<mskick_ To)T
dus

ol _ ___mnl _ (n)

k= kl(n-k)! = \k/-
Opg. 4. Hoeveel diagonalen bezit een vlakke n~hoek?
Opg. 2. Hoeveel verschillende bridgec spelen zijn er?

. n+1_ ~n n

Opg. 6. Bewijs Ck = Ck + Ck—1'

O

- n n
pge 1. Bewijs Ck = Cn—k

De getallen CE :(E) noemt men ook wel binomiaalco&fficiénten, dit in
verband met het feit dat de volgende formule (binomiaalformule van
Newton) geldt

n
(a+D)® = 7 Cﬁakbn—k .
k=0
Wij geven van deze formule twee bewijzen. Het cerste maakt gebruik
van het hierboven ingevoerde begrip "combinatie" en van de elementaire
eigenschappen van vermenigvuldiging.
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De laatste leren ons direct dat (a+b)® ecn som is van termen a“,
an”1b, an"zbz,...,bn, waarvan cchter de co¥ffici¥énten nog nader moe-
ten worden bepaald. lien verkrijgt een term a¥o™ ¥ door bij k der n
factoren a+b dic in (a+b)® optreden de termen a te vermenigvuldigen
en bij de overige n-k de¢ termen b tc kiezen. Zoals wij boven zagen
kan dit op Cﬁ wijzen geschicden, waarmee de formule bewezen is.

Men kan het gevonden resultaat ook door volledige inductie bewij-
zen. Wegens COO = 1 1is 2zij juist voor n = o. Onderstellen wij haar

recds bewezer voor zekere gehele n 2 0, dan vindt men voor n+1

(2+2)™ 7 = (a+b)(asrp)? = (a+d) g%: (Ekpbn-h
=0

_ 2 n h+1, n=h 2 n\_h,n+1-h
”g;%(h) an b g;é (n)a™

n+1 n
- 2:: (g_{) ahbn+1—-h . zz: (ﬁ) ahbn+1-—h
h=1 h=0
n+1 n+1

1l

(G20« (O} amorn s 3 (m) et

h=o =0
waarmede de formulc voor n+1 is gevonden.
Opg. 8. Bewijs dat (a+b)7—a7-b7 voor gehele a en b deelbaar is door
7.
Wij kunnen nu ook een formule afleiden voor (a+b+c)?. Men heeft .. .
(a+b+c)? = {a+(b+c)} noos

n
| -
gz: méhT?;ﬁTYT ah(b+c)n h
=0

it

n i n-h
_ __n! h n-h)! .k n-h-k
T L RmmT o L v

h=o
"ii %% al . alpkon-h-k
= T T m e T
= k=% h.x!(n~h-k)!
- = n%_rm g Dyl
n, ¥ m=0 hiTk Tl
h+k+m=n

Zo vindt men b.v.

(a+b+c)3 = a3+b3+c3+3a2b+3ab2+3azc+3502+3b2c+3b02+6abc.

Hier hecft men voor (h,k,m) slechts mogelijk de getallencombinaties
(0,0,3), (0,3,0), (3,0,0,), (2,1,0), (1,2,0), (2,0,1), (2,1,0),
©,2,1), (0,1,2), (1,1,1). Bij elk dier combinaties moet de betreffen-
de codfficiint E%%TET afzonderlijk worden berekend. Er zijn echter

termen die analoog gebouwd zijn, n.l. de cerste 3 en ook de daarop vol-
gende 6.
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Hier zijn de diverse waarden van h,k,m door permutatic uit elkaar te
vinden. Men schrijft wel eens kortweg

(a+b+c)3 = Y&l X a2b+6abc,
waarbij de Z -tekens nu betrekking hebben op een aantal analoog ge-
bouwde termen.

Opgs 9. Schrijf de ontwikkeling ncer van (a+bre+d)™s
Opgzml%.Bewijs . f% N h, b, A
Q. ,+teeetd = i T T a, a s 208, °
1 p 9.‘. ,h :O h1lh2o o-uhpo 1 2 p

hf D
h1 h2+a s o+hp =N

Opg. 11. Bepaal dencoéfficiént vgn x4 in de ontwikkeling van (1+X+X2)3
Opg. 12. Bewijs 7_ (g): oy 7 (—)n(i)z 0.
h=o0 h=o0
e . a+b a IS}
Wij geven nog een toepassing. Berckent men (1+x) = (1+x)3(1+x)
op twee wijzen dan vindt men, allereerst

()20 = 55 (3 5B
n=o
en verder

(1+x)a(1+x)b

1

a b
g;é (i) <. 7 (E)Xb

a b
- (Bm =
h=0 k=0
Om nu de coé&fficiént van %% in het laatste 1id te vinden moet me:
a en b zo kiezen, dat a+b= n is. Dan vindt men (mits zowel a als D
niet groter is dan n) voor die co&fficiént de waarde
n
Z a by _ Z. a b
Z G- 266
h+k=n

en wij krijgen voor n 2 a en nzb,de formule
EP= 2 (3 G
h=0
n :
Opgs 13. Bewijs g;é ny 2. (in),
Opg._14. Uitgaande van (1-x)%(1+x)® = (1-—x2)a
bewljze men
7 GO (R @) =G
h,k =

@]
h+k = 2n

en leide daaruit af on h on \ 2 n on
o (B o ()
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2n+1
g 15. Bewijs 2 (=)F (1) 2 .
n=o0
Opg. 16, Bewijs me’ volledige inductlie voor n>a
Z -0
h=o

Opg:. 17. Bewijs ;%; h(ﬁ) = N.

2n—1

Opg. 18. Bewijs n .
2o -

Tenslotte beschouwen wij het begrip permutatie nog wat nader.
Wij permuteren een aantal elecmenten aq,..;,an en letten er bij een per-
mitatie ak1’°”5akn dezer elementen op hoe vaak twee elementen uit die
permutatie een inversie vormen d.w.z. hoe vaak een element met ecn ho-
gere indes voorafgaat aan cen met een lagere index. Zo bevatb de permu-
tatie 8.8385858, juist drie inversiese

Men noemt een permutatie even als zij een even aantal inversics
bevat, oneven als zij er een oneven aantal bevat. De bovengenoemde
permutatie is dus onevene

Thans bewijzen wij de
Stelling. Alc men in een permutatie twee elementen verwisselt, ver-
andert haar pariteit (dat is het even of oneven zijn).

Beschouw vorr het bewijs ecn permutatie 2y 7o os 8y 9 Waarin de
twee elementen 8y €n Ay, worden verwisseld. O& te ondBrzoeken hoe
hierdoor het aantcl inviisics zich heeft gewijzigd is het voldoende

de elementen a, 2, s el
TioTi

ic ak te beschouwen want Ten aanzien van
—:,“1 j
o

Je overige elemcrten 1s de positie van a  en a, niet veranderd.
1 J
Stel nu dat G met s der tussen ay en ap gelegen elementen een
£ _«L j_ .

inversie vormde en met de overige j-i~1-s elementen geen. Dan vormt
na de ruiling A, juist met j-i-1-s van die tussenliggende elementen
CL

ecm inversie en met de overige s geen. Het aantal inversies dat 8
i

met die tusscnliggende elementen maakt, 1s dus gewijzigd met een
bedrag j-i-l-g-s- = j-i-1-2s8. Laat cvenzo cerst t der elementen tussen

o, en a
.Ki l:j

Ng de ruiling zijn deze aantallen dan resp. j-i-1-t en t, zodat de toe-
name van het santal inversies j~i-1-2t bedraagt. Bedenken wij dat door
de ruiling het aantal inversies tussen 8, en a

een inversie met ay hebben gevormd en j-i-1-t dus geen.

K zelf van O of1:0p 1
of O is gecgean, dan bedraagt de totale wi%ziging3van het aantal inver
sies door het ruilen van a, en a dus j~i~1—25+j~i~1«2tij =

i Ky
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= 2(j=i-1-s-t)+1, en dit is em meven bedrag, waarmede de stelling be-
wezen 1S.

Deze stelling geeft soms een gemakkelijk middel om de pariteit
van een permutatie te bepalen. Beschouw Db.v. de permutatie a1a3a5a2a4-
Ruilt men eerst a, met 2y dan 8y met ag en dan a, met a5 dan krijgt
men na deze drice ruilingen de even permutatie a1a2a3a4a5, zodat de
oorspronkelijke permutatie oneven was.

Opg. 19. De permutatic ak1"°akn is even als het product jfz'i(kj-xi/
positief is en oneven als dat product negatief is.

Opg. 20. Er zijn evenveel even als oneven permutaties van n elementen:
indien nz 2 is.
Blijkens opgave 17 zijn er dus n! even en 4n! oneven permutatiese

§ 2. Determinanten. (Grondeigenschappen)

Wenst men de vergelijkingen

ax + by = ¢
(1) {
xX + LY = F

op te lossen, dan vindt men door de gebruikelijke methode van optellen
en aftrekken

x = Re-by = A2l
- pa~-bx 7 Y = Tgalbe

nits pBa - bwx £ 0 is. De uitdrukking pa - bo speelt blijkbaar
een belangrijke rol bij het stelsel (1).
Wenst men het stelsel
ax + by + cz = d

1l
=%

(2) xX + By + X2

Ax + By + Cz D
on te losscn, dan kan men wecr zijn toevlucht nemen tot de methode van

1

optcllen en aftrekken en vindt o.a.

(3) - 4pC-dBy + §Bc- 3bC+Dby -Dpc
- apC-aBy + oBc- «bC+Aby =-Apc

De noemer van deze breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde beteke-

nis als de vorm pa-box  voor het stclsel (1). Tevens merken we op,
dat zowel bij de oplossing x van stelsel (1) als bij die van stelsel
(2) de teller een analoge structuur hceft als de noemer. Voor uitdruk-
kingen als deze gaan wij nu een andere schrijfwijze invoeren.

Beperken wij ons eerst tot het stelsel (1), dan schrijven we de
gevonden waarden van x en y eenvoudiger door het symbool ‘E g‘ in te
voeren. Dit noemen wij een determinant van de tweede orde.
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7e kenncn er de waarde ps — qr aan toc, zodat de oplossingen van stcl
sel (1) duiden

5 e
r A ® ¥
x= g7y i YE et
< » e
Voor de woor (1) belangrijke uitdrukking ap - b hebben we du
nu de schrijfwijzc \i 2\ ingevocrd.
. a b ¢
Op analoge wijze voeren Wij in het symbool x B 7 y Waarva
A B C

de betekenis is de uitdrukking, die in nocmer van (3) staat. Bijgeolg
is de oplossing x van het stelsel (2) te schrijven in de gedaante

d b c a b e}
X = 6\ ﬁ a/- ° x ﬁ 2’ °
D B C A B C

De nieuw ingevoerde symbolen noemen wij determinanten. Wij geven
thans algemeen de definitie van determinant van de n® orde. Hicrmder
verstaan wij het symbool

211 812 * * ° %1n
81 Bz ° t t.%n
: . . , kortweg gcschreven [arsi,
@n1 8op * ° * . %nn

bestaande uit n rijen en n kolommen van getallen,dic men de n2 elemen

ten van de determinant nocuwt. Aan dit symbool zullen wij een bepaalde
waarde toekennen, zodanig dat dic voor n = 2 en voor n = 3 overeen-
stemt met de hierboven gegevene. Die waardc is

Z & ey Qo e Qs

waarbij de som wordt uitgestrekt over alle permutatics "'in der

11 12
getallen 1,2,+..,n. Bij de even permutaties moct het + teken en bij de
oneven permutaties het - tceken worden genomen. Daar ¢TI n! permutaties
der getallen 1,2,6.0,0 21JN, bestant onze som uit n! termen.

Men kan de definitie van determinant ook anders formuleren. Een
determinant van de n® orde heceft een waarde die de som 1s van n! ter-
men. Elke term is eventucel afgezien van het teken, dat als zo&ven
wordt bepaald, gelijk aan het product van n clementen der determinant,
waarven er geen twee in dezelfde rij en ook gecen twee in dezelfde ko-
lom staane.

Voorbeelde.

1l

Z+a~. an, .
- '1-1,] 235_2 :
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Er zijn 2! = 2 termen, resp. behorende bij de even permutatic 12 on
dc oneven permutatie 21 van de getallen 1 en 2. Dus de beschouwde de-
terminant is gelijk aan 844800 = a12aé1 analoog aan het hierboven ge-
wenste resultaat. Dit geldt ook wvoor determinanten van de 3e orde (ga
dit na; vergelijk opg. 1)

Opg._1. Bercken de waarde van de determinant
841 B2 813
8o1 Ba2 223 ’
231 %32 933 .
Sarrus gaf cen rcgel aan om direct een determinant van de 3~ orde
te berckenen. Hij schreef n.l. het volgende getallenschema 0D

a a a a a .
11 P20 B3 P 12
S /////
a?j///ﬁéé; 802
57 egp e33 %y o32

en vormde er de 6 door lijnen aangegeven producten uit. Pe drie pro-
ducten in de richting 841200233 krijgen elk het + tcken, de andere
dric het - telkene De som der 6 zo gevonden producten is juist de waar -
de van de detcrminant (Regel van Sarrus).

Opgs._2. Bercken de waarde van de determinant

a,.1 0 0 0 0
251 a22 0 0 0
ayq 83p a33 00
241 842 243 g ©
agq 2g5p 853 854 955

Opg.._3- Berecken

aq O 23 O
0 oo 0 2oy
a3 O e33O
O a0 ey
Opgs_ 4. Bercken
2 7T 6
9 5 1 (-360).
4 3 8
i o ol 1 oo Tt ; ’ it & a9 e
Beschouwt men cen willekeurige term ar1s{%r282:.farnsﬁu;tduxmw;k

keling van de determinant van de n® orde]arsl, dan is het om het te-
ken van deze term te bevalen, nict nodig de factoren zo te rangschiklken



dat de eerste indices respe. 1y 2peeesh worden. Wij bewijzen n.l. dat
het tcken in dezc term gelijk is aan de soi van het aantal inversies
van de indices r en het aantal inversiles van de indices s. Hicrtoce

verwisselen wij ecns in het beschouwde product twee factoren a., s, en
]

a . Fierdoor verandert het aantal inversies in de indices r en
o . -
0dk “in de indices s met een oneven bedrag (verg. de stelling van §1,
blz.5) hun som dus met cen even bedrag. Door nu net zo lang factoren
te verwisselen totdat de volgorde der eerste indices gelijk geworden
ig aan 1,2,..0,0, is de som der aantallen inversies van de indices r
en van de indices s mct eecn even bedrag verand.rd. Daar in het niecuw
opgeschreven product de indices r geen inversics bezitten, is dus
het asntal inversics in de indices s (afgezien van een even getal)
gelijk aan de som der aantallen inversics in de indices r en de indi-
ces s in het oorsoronkelijk product, zodat deze som het teken bepaalt
van dit product in de berckening van de waarde der determinant.
Voorbeeld: De tern 859 @44 230 243 heeft in de eerste indices de
inversies (2,1), (4,3), (4,1), (3,1) en in de tweede indices dec inver~
sics (4,2), (4,3), het totalec aantal is dus 6. Zou men de factoren
rangschikken naar de cerste index dan vindt men aq3 2nq a32 a44, waar-
in de tweedc indices de inversies (3,1), (3,2) bezitten, dus een even
aantal minder dan 6.
In cen willckeurige term der uitgewerkte determinant van de n®

) R+S

orde is het tecken dus (- , waarin R en S resp. de apasallen inversies

in de indices Tygseesly €N Siyeeesy voorstellen. Het is duidelijc dat
hieruit volgt, dat ecn determinant niet van waarde verandert, als
men haar om de hoofddiagonaal (dit is de verbindingsrechte van de ele-

menten 844 @ppee-d ) laat wentelen (d.w.z. clk twectal elementen

nn

ang €0 2., verwisselt). Immers hierna ontstaat ecvn determinant die
e

alle termen van de oorspronkelijke bevat en wel mct cen teken (~)S+R,

dus met hetzelfde teken als de oorspronkclijke determinant. Zo is dus

'a 3 % 3{» Bij wenteling om de hoofddiagonaal blijven de cle-

c d
menten daarvan natuurlijk on hun plaats.

Definitic: Ecn determinant hect symmetrisch als zij door wente-

ling om de hoofddiagonaal in zichzelf overgaat, dus als Qpg = 8gp VOOT

alle combinaties (r,s) met r = 1,2,40.,n en 8 = 1;,2,¢00.,0. Z0 is dus

. b . s .
E c! symunetrisch, maar 2 zl nicte.

Ecen detcerminant heet schceef symaetrisch als voor elk paar (r,s)
geldt a = =~a_._ .

rs sr
Ong. 2. Laat zien dat de determinantLg gl in het algemcen niet
scheefsynmnetrisch is.

Opg. 6. Bercken de waard® van dc scheef-symnetrische determinanten
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O O =0

?§§g&;;gg. Een scheef-symmetrische determinant van oneven orde is nul.
fBewijs; Daar de determinant bij wentelen on de hoofddiagonaal haar
" waarde behoudt, heeft men voor haar waarde D

0 Byo vee Byp
292 O eee gy,

D = s s e e e s e e e e =
“84,n-1 """ . n-1,n
~“84n Ta50 Teh-1n

In de laatste determinant heeft ell:

0

812

a1n

84p  tce T84y
O e ¢ bt
i . azn
0
a2n

elenent een teken dat tegen-

sesteld is aan dat van het overeenkonstige element in de oorspronke-
lijke determinant; elk der optredende termen in de laatste determinant

is dan gelijk aan de overeekou.stige in de oorspronkelijke, afgezien

van n factoren -1, dus de nieuwe deter.inant is gelijk aan (w)nD.

- . . - v s n
‘e weten echter dat zij gelijz is aan D, dus D=(-)"D. Daar n oneven

ondersteld was, heeft men D=-0, dus 2D=0, dus D=0.

In het voorgaande hebben wi] gebruik gemaakt van het feit, dat als

men alle eleuwenten van een determinant met -1 vermenigvuldigt, de waar-

de der deterninant met (--)n wordt vermenigvuldigd. Geheel analoog

geldt: Vermenigvuldigt men elk element van een determinant et ¢, dan

wordt de waarde ervan net

" vermenigvuldigd (bewijs dit).

Opge. 1. Hoe verandert de waarde van een determinant, als uen elk ele-

ment van &éun bepaalde rij

0»>2. 8. Berelken

0 ba
a0
-b =2c

et ¢ verienigvuldigt?

3b
c
0

Wij gaan thans na hoe de waarde van eeint deteriinant verandert, als

men twee rijen verwisselt . DBeschouw dus de deteriiinanten

en Dzz
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Het is dus duidelijit dat een willekeurige tern 3131 "'apSp ‘..aqsq.4

a,g van D, ool in D2 ontrendt en oagekeerd. Het teken dezer teril in
n

. S . . . . . .
D1 is (-)" waarin S het aantal inversies in de indices si..sn..sq..sn
£
aangeeft. De beschouwde tera treedt ook in D2 op. 7ij geven tijdelijk

3,110 18, aan resp. door bp1""’bpn en ayyereidy door bq}""’bqn’
Onze term treedt dan in D2 on als 3131 "bqs ..bps1 "ansn . Het aan-
tal inversies hierin is de soun der aantallenRinversies in de 1% en 2°
indices. De 1° indices zidn 1,25ee0,01y gy DFlyeesya=T1y, Dy qrlyees .
dus na 1 ruiling 1,2,«ee,p=1, D, D+lyeee,g-1, g, q+lyes.,n. De 2% in-

i S j_‘ L 2} 3 e & o
dices zijn Sy 151 up,sp+1, ,sq-1, sq, sq+

EREEEI en bewvatten
dus S inversies. De beschnouwde ter:: in ﬁ2 wordt dus voorzien van het

teken (—)S+1 . Iedere tern in D, is derhalve tegengesteld aan de cor-
responderende teri: in D1, dus D1 = ~D?.
' We vinden dus de meer belangrijke

Stelling: Verwisselt uen twee rijen van een determinant dan verander:
deze van telen en natuurlijk ool: verwisselt men twee kolommen van eer
determinant, dan verandert deze van teken.

Toevassing. Heeft een deteruminant twee gelijke rijen, dan verandert
die determinant (dus ook de waarde D ervan) niet, als men deze verw!?>
selt. Anderzijds zaat volgens de zojuist gevonden stelling bij die vev -
wisseling de.waarde D over in -u, dus men heeft D = -D, waaruit volgt
20 = 0, dus D = 0. Vit levert de
Stelling: Een determinant met twee gelijke rijen (of wet twee gelijke
kolommen) is gelijk aan nul.
Zijn de elementen van een rij cen vast veelvoud a van die van een
bandere rij van een determinant, dan vindt men dat de ocorspronkelijlke
determinant een a keer zo grote waarde krijgt, als in dic andere rij
alle elementen met a worden vermenigvuldigd. Dan ontstaat echter een
determinant met twee gelijlte rijen, die volgens het bovenstaande nul is-
De oorsnronkelijke deterninant is dus ook nul. (Geldt het resultaat
ook als a = 0 is?).
Dit resultaat is nog iets anders te formuleren:
Stelling. Heeft een determinant twee evenredige rijen (of twee even.c
dige kolommen), dan is haar waarde nul.
Tognassing.

34 6 ;1 _41
8 2 3 =0 _ 1 = 0.
4 6 9

Elk element van een deter iinant treedt in de eerste graad op in
| uitdrukking, die de waarde van de deteruinant aangeeft. Van deze op-
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merking zuliannev@%cheidene keren gebruik maken. Allereerst blijkt
hieruit dat geldt

8n 1
Gevolg:

andere rij op,

an1

dan blijf

*84n

Telt men bij een

an1

rij van cen determinant een veelvoud van

8411 ° L] ? 8.11,1
* L] ° [} L) ® L]
+ br,l s o o brn
e L4 [ 2 ° [ ] ° L]
8p1  * * ° Bnn

een

t de waarde ongewijzigd. Tmmers men heeft
811 * * * 84 819 v ¢ ¢ 84p
? L] L 3 ® » ] 9 8 [} ® L] o L L]
= ® ° 't;
o™ 1811 * 8 * Tagqe o o Tag,
° ® L] L] » [ ° 8 ® 2 L] L] ° L]
L] ° o a
an1 * *8nn 81 ® * “nn

In de laatste determinant luidt de r° rij tasq...tasn, welke even-—

redig is met de elementen van de s®

rij asi...a
terminant is nul, waaruit de bewering volgte.

sn? dus de laatste de-

Toepassing. Verifieer elk der volgende gelljktekens bij de berekening

van de determinant

Men heeft

bZo kan men bv.

I
2

4

& N

4 5
3 8
6 1
4 5
3 8
6 1

T4
2 3
0 O

de determinant

a2
D= |v°
02
als volgt herleiden
ag—b2
D= b2
c2
a+b
=(a-b)(b-c) bte
,02

= (a~b)(b-c)(a-c).

a
b

¢}

a

1
1
1
-b O
b 1
c 1
1 0
1 0
1

5 7 =63 5 -6% 7T 5
8 | =2 0 8 |= 0 2 8
-15 0 Q -15 0 0 =15
 (=6.)024(=15)= ~1954
a+b 1 O a+b 1 0
=(a-b) b° b 1|=(a~Db) b2~c2 b—-c q
2 ¢ 1 o2 c 1|
a-c 0 0
= (a~b)(b-c) b+e 1 0
02 o) 1
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Op analoge wijze vindt men
a43382a

1
RIS S
c4c302c 1 = (a—b)(a-c)(a—d)(a—e)(b—c)(b—d)(bwe)
a*ada®a 1 (c-d)(c-e) (d-e).
etedele 1 (Van der Monde).
Opg. 9. Bewijs
1 2 3
0 1 2 = 0
-1 0 1
Opg. 10. Bereken
3 4 5 2
1 0 0 1 (-11)
1 1 1 1
2 1 -4 2
Opg._11. Begeken
%3 % }‘ i (a+b+e){a~v)(a-c)(b-c).
c3 ¢ 1
Opg. 12. DBereken
0 2 3 -4
-2 O 5 .
-3 1 0 6
4 =5 -6 0
Opg. 13. Bereken de determinanten
a E ® E b c 1 a be
B & E E ) e en 1 b ca
o b oa b b c a 1 abl
b b b a
Opg. 14. Los x op uilt de vergelijking
a+x b c d
a b+x c d =0
a b c+X d
a b c d+x

OpgZe 12 Los x op uit

D p X
q x q =0
1 11

70als wij rceds eerder opmerkten, treedt in de waarde der deter-
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ninant

8qqeced

e »

n
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het element a,, lineair op. Alle termen, die 844

nn
bevatten zijn van de gedaante

nr

¢

R
(-) 841 a2r2 veeB

waarin R het aantal inversie

n
s is dat optreedt in de rij 1, Tos r3,...,;h

dus in de ri] rq,rB,a-.,rn.Merken wij op dat de som van de termen

R o
(=) aZr2 a cesm . juist
n

3r3
822

- L ]

&no

gelijk is aan

e s @ B,zn

dor zien wij dat de factor van a1 juist die determinant is, die men

krijgt door in de oorspronke
ecrste kolom te schrappen.

1lijke determinant de ®erste rij en de

. . - e
Schrapt men in een determlnantiarsl van de n® orde de pe rij en g

kolom, dan ontstaat een nieu

we determinant van de (n-1)° orde, die

men de onderdeterminant noemt van het element a_ . WiJj schrijven hier-
voor mpq. Wij vonden dus boven dat de Ffactor van het element 8,4 in de

ontwikleling van de determin

ant&arsl juist gelijk is aan m, .

enst men de factor te vinden, waarmee een willekeurig element

a
bg
achiercenvolgens met de (p-1

in de ontwikkeling van‘a

€]
daarna de g kolom achtereen
kolom. E? ontstaat dan een d

r | optreedt, dan gaan wij eerst de pe ri
)¢, (p-2)€,++4,2%,1% rij verwisselen en
volgens met de (g-1)%, (q=2)%,+ee,2%, 1
eterminant, die (=)P7% maal zo groot is

e

als de oorspronkelijke determinant.De nieuwe determinant heeft de

gedaante
a a ces
Pq 1q 2q
ap1 8.y PP oo
o,9-1 F1,9-1 #2,9-1 *""
}p,q+1 31,Q+1 a.2’qH oo
apn 84n 8on e

A

o
Loe

oorsvronknrlijke decerminant
coofficient van a
'~\D+qmﬂq voortaan aanduiden
van het element a_ .
Wenst men de determinant

s hiecrin is op grond van he
juist gelijk aan de onderdeterminant m

. dus gelijk aan (-)PTQ m

®p-1,0  Zpriyg 77" %ng
ap_1’1 B.P+1’1 LN BN 1 n1
@p-1,0-1 Zp+1,q-1 *** ®n,q-1
ap—1,q+1 ap+1,q+1 e an,q+1 !
®p-1,n 85+1,n " %un

t reeds afgeleide resultaat de factor van

van het element apq in @

in de oorspronkelijke determinant zelve is

+ We zullen de factor

. Het getal A
8e18~ fpq

@

1

met A

pa noecmt men de minor

{ergl tc berekenen, dan merke men op dat in
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L

elke term precics één elcment van de po rij optreedt. Dus men heeft

Iars’ = ap1f1 + ap2f2 + sen + apnfn'
terwijl wij mu weten dat £, = Asqe t, = APQ’ EERNRE S Apn’ dus
‘arsi = ap1Ap1 + apQAp2 + e s e + apnApn = 2; &vapv'

Men nocmt dit laatste resultaat de ontwikkeling van de determinant,larsl
naar de elementen van de p° rij.

Tocpassing.

3‘;'?] 3 145‘{8‘35034!
- a.A. 1- - Ve + L] =

.8 o &y Swh 6 T 2 7 2 6
= = 2 - 88 = - 90,

4 5 6 7 -11 5 6 17

31 0= |01 00 -6 T 1412749

2 1 3 4| |-1 1 3 g =N A 3 6 ==1 0 O =

O 1 4 5| -3 1 4 7 _3314 7 -3 =5 -

"/ ~ 7

3% +AX 6x

-27  -49

= 297 = 245 = 52.

Opge 15+ Bereken de decterminant

21
1E 4
, 2
2 1 3.
303

#ij vonden bhierboven dat voor de waarde A van de doterminantlarslgelu
n
A= Zi.armArm °
n=1

Vij kunnen nu ook direct de waarde bepalen van de som die men krijgt
els men de elementen van cen rij met de minoren van een andere rij ver-—
menigvuldigt en dic producten optelt.

< a sl . .
oy = & &)
Imacrs men vindt dan %§1athrm n deze som is gelijk aan
811 e 84
° o ® L Ll e L] L2 »
8ro1,10 0 2 T—1,0
Bt,1 " * B¢
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In de laatste detcrminant zijn de r® en t° rij gelijk, dus dsgze is
nul. Men heeft dus
n {.A, als

ZZ% atm Arm

M=

t =1
t £
Van dit resultaat zullen we later nog vaak gebruik maken.

Soms is een determinant van bepaalde orde gemakkelijk te berekenen
door deze over te vocren in een determinant van hogere orde, b.v.

0, als

a+X b+2x c+3X 1 a b C 1 a b c

D =|a+y b4y cdy| = |0 BFX b¥2x cidxp -1 x 2% 3x
a+z b+2z c+3z 0 a+y Db+2y c+3y -1 ¥y 2y 3y

0 a+z b+2z c+3% -1 2 2z 3z

en de laatste determinant blijkt bij ontwikkeling naar de elementen van
de cer-te rij dc waarde nul tc bezitten. Men noemt het verhogen van de
.or&e van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen L:

randen van cen det
Oovg._ 16+ Bewijs
2

2

ac=h

bd-c
0pg. 17. Beschouw

Bercken de weaarde

erminants

bd-—e2

= C

2
ce=-d"~

o o @
o0 o

o 2 0
®

een determinant lars[van de 3° orde.

A
van (

A2q

Aq0

Ao

Opg. 18+ Bercken de waarde van de determinant

a+b
1

-8
.

""_;J-a

Bereken

o4

J Z
2

a a
2

b b
02 c

-2
a+.b+c
-.b

+C

4&3
3a2
2a b

Bereken de determinant

“ie
;
-0
a+b+:c

403

3b°

2b
1
0

121F

&b
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' -1 cosa cosp!

I}

jcos =1 cosy , als «+ P+ Yy =TT,
!

cospg  cosy -1

1 1 1 1

a b c d

ag b2 c2 d2 )
bed cda dad abe

Tenslotte definicren wij nog het begrip matrix. Een matrix is een
rechthockig schema van w bij n getallen

841 Bqp v 0 B4y
@pq 8pp v+ v 8oy
. . . s kortweg “arsn ’

° [ ®

° ® L3

a1 %2 @in

waaraan gcen getalwaarde is toegckend. Het enige hier van belang zijnde
begrin is de rang van cen natrix. Hieronder verstaat men de orde van de
“grootste” determinant (dit is de deterninant van de hoogste orde), dir
in de matrix bevat is (dwz. cruit ontstaat door uit de¢ matrix cen aante
rijen en kolommen weg te laten - dit aantal kan soms nul zijn ~) on die
cen van nul verschillende waarde bezite

Z0 bezit de matrix
12 3 1.0 0
2 3 % de rang 2, de matrix |0 1 Off daarentegen de rang
30400 0 0 1
4 5 6
Ovge 23« Bepaal de rang der matricces
2 3 1|2 3 4 5}l 1 0 1 0 4 1
[11302!!;443;L5712;1o11; 4 0
2 3 4 2 1 7 SWIH0 1 0O 1 <17 0

ra

2 3

2
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Wij geven ter oefening nog een aantal opgaven over determinanten.
Bereken de determinant

Opg=24.

0pg.25.

Opge26. ~Bereken de determinant

o o B
o @ o

b b

[o28 I o S o
o o o

a

Bereken de n x n determinant welke in de hoofddiagonaal a
bevat en elders overal b.

a b ¢
b ¢ a
c a b

Een dergelijke determinant wordt circulaire determinant genoemd. Hier-

bij is aij = a9 als

i+ = k+l

of ‘(i+jf—(k+l) | = 3. Een analoge

definitie is te geven voor een circulaire determinant van hoger orde.

Opg.27.

Bereken dewarde van een circulaire determinant yan de vier-

de orde, waarin elementen de waarden a, b, c resp. d bezitten.

Opg.28.

'Onf" ..2‘9_0

0Pg.30.

Opz.31.

0pg.32.

Los x op uit de vergelijking

la + X b
d + x

i

Los x op uit

Bereken

Bereken

Bereken

X + &a
a

a+b

= 0
b, c d
x+b c d = 0.
b X+C d
b o] x+d
b 0 0
b+c e 0
c c+d a
O a d+ e
b c
b3 03
a1 ctor .
be ca
02+a2 ab
ab b2+02 .

& 3. Stelsels lineaire vergelijkingen.

’Wij gaan thans de in-de vorige paragraafl behandelde eigenschap-

pen van determinanten en matrices toepassen Dbij het oplossen van stel-

sels vergelijkingen.
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Beschouw het stelsel

Byq%, ByoXs + oeee t a?nxn b1
821X1 -+ a22X2 b ew e P aznxn == b2
(I) . ® L] ® . » ® ® L] » ® L A
amx,i + an2x2 + ees + annxn = bn‘

Wij kunnen hiervan onmiddellijk de oplossing vinden in het ge-

val dat de determinant a =}ar8§£ 0 is. In dat geval vermenigvuldige

e e e :
men n.l. de 1~ verg. met A11, de 2~ met A21,..., de n~ met An1 (waarin

wederom A de minor van het element 8. in de determinant ‘arsi voor-
stelt), waarna men vindt:

1Dy agp ree By
Do Bpp e 8pp
aX,} = b.]An,] + b2An2 + sew +bnAnn =
By Bpovtee 8np
Noemen wij de determinant, die uit}arslontstaat door daarin de s°®
. b1
kolom te vervangen door b2, voortaan agy dan vindt men
bn
a a.
x, = -4 en op gelijke wijze x, = = (r = 2,... yn) (regel van

Cramer).

Hiermede zijn de formules teruggevonden die in de gevallen n = 2
en n = 3 het uitgangspunt voor de theorie der determinanten .waren.

Het is duidelijk dat in het geval, dat a = 0 is, op deze wijze
seen oplossing wordt gevonden.

De gevonden waarden van XygeneXy voldoen aan het gegeven stelsel
vergelljkingen en deze zijn daarvan bovendien de enige oplossing. In
het geval a # O heeft het gegeven stelsel dus één ondubbelzinnig be-
paalde oplossing, gegeven door de regel van Cramer.

Opgs1. Los op het stelsel

I

24x + 11y - 10z = 5
2x + 2y + 2z = 10
13x = 2y - Tz = =10
Opg.2. Los op het stelsel
XxX+y+2=20
ax +by + cz = O (a #b: b#£cy c#a)

‘ a2x + bgy + cgz = 1
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Opge3. Los op het stelsel

+

Mo oM

1S & B

| ST =
1]

L N s

4

s

SR

X +y+ 2z —-u-=4.
Thans gaan we beschouwen het algemenere geval van p lineaire ver—
gelijking in g onbekenden.

8.,.%X, 4 ese + 8. X =D
1171 1 1
(II) L - ® ® e . ° * ? ? ® ® ®
8 _.X, + ses + 8_ X =D
i pa q P
|
Bq9 ° Bqq
BeSChOuW de I}B.tl"ix A = R EEEER RS [ OnderStel dat
a ® 8 o
H®p1 ®pq

deze de rang k bezit en laten de onbekenden en vergelijkingen zo ge-
nuamerd zijn, dat één der in A bevatte wvan nul verschillende determi-
nanten van de orde k, juist de determinant ‘a11 see By | s

»mas &
Allereerst beschouwen we het geval k =a§j Door gg vergelijkingen
te schrijven in de gedaante
S ByqXq toeee Fay X = b1 - a1ﬂc+1xk+1 - ses = a1qxq
l apTx1 + eee + apkxk = bp - apﬁ<+1xk+1 ~ see = ap xq N
blijkt uit het voorafgaande dat hieruit ( met behul» van de regel van
Cramer) de onbekenden Xqp eves X zijn op te lossen, @.w.z. uit te
drukken in de groothc .un 8ng? bS en de willekeurig te kiezen groot-
heden Ky, qr ey X o Op grond van het laatste zegt men wel dat het
beschouwde stelsel 00972 gstellen oplossingen bezit.
Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k ¢p is. Hieronder valt
dus tevens het in het begin van deze paragraaf niet behandelde geval
a =0; p=g=n,

Wij kunnen de determinant ¢« ¢« o« « » » | wederom

van nul verschillend onderstellen.

i}
=2

311X1 + see a1qxq
Het stelsel « 8 s % 2 s % e e w

By qXq Foeee t akqxq
is dan op grond van het bovenstaande oplosbaar en bezit zelfs GDq'k

a
*
-

=

stellen oplossingen.



Het is de vraag of zo'n gevonden oplossing ook voldoet aan elk der
overige p - k vergelijkingen.
Beschouw daartoe de determinant D = Bqq see ByBay

L d » * ® - . L] ’

8q 0 BriBx L

Bn1 " Cnk®m g
waarin m één der getallen k + 1, see, P enQ, één der getallen k+1,...q
is. Daar elk dezer determinanten de orde k+1 bezit en de matrix Hamgf
de rang k bezit, is elk dezer determinanten nul. Duidt men de minoren

der elementen 89) v eer oy oBp) in deze determinant weer aan door
A‘ii y swsy %,Q_ s dan heeft men
0 voor 8 £ L
a A =
%rs rl D=0 voor s =L
zodat het linkerlid van de vergelijking
B qXy toeee # aquq = bm

wegens %Q’ #Z O een lineair compositum is van de linkerleden der eers-
te k vergelijkingen.

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vergelij-
kingen dan en slechts dan ook aan de me(m =K+ 1, ese 5 D) vergelijking
voldoet, als het rechterlid bm dier vergelijking eenzelfde lineair com-
positum is van de rechterleden b1, ees 3 b dier eerste k vergelijkin-

k
gen, dus als

2 bA g =0, dus R = = 0

Biq oo akkbk

Buq v By |
Wij zien dus dat het gegeven stelsel (Dq"k oplossingen bYezit, als
elk der determinanten RkH’ ess g Rp gelijk is aan nul en geen oplos-
sing bezit, zodra één dier determinanten van nul verschilt. In het eers-
te geval noemt men de beschouwde vergelijkingen afhankelijk, in het
tweede geval strijdig. Wij vat*en de gevonden resultaten samen.
Bij het stelsel (II) van p lineaire vergelijkingen in g onbekenden,
waarin de rang der co&fficiénten matrix gelijk is aan k, heeft men de
. wolgende gevallen.
 k =7p; g = k. Er is één stel oplossingen.
'k =7p; g ) ke Er zijn 0097% stellen oplossingen.
-k <p; q Rp = 0. Er is één st;l oplossingen.
k‘"{p; a >k R 4= eee = RP = 0. Er zijn ® 97" stellen oplossingen
Ellfz: <p; q 3 k; tenminste één der uitdrukkingen Rk+1"“’Rp verschilt
mul. Er zijn geen oplossingen.

i

N

k; Rk+1 = oeae =



al 22.

Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren door
naast de coéfficiénten matrix A ook te beschouwen de

8.11 R a,]q'b.l

842,] « e a a2qb2 .

° L] L L] ° L] L]

matrix B =

o Bp1 e BpgDp

In geval 1° is de rang van A en B elk gelijk aan k.
In geval 2° is dat eveneens het geval.,

In geval 5° is de rang van A gelijk aan k en die van B gelijk aan k+1.
L1 laten zien, dat in de gevallen 3° en 4° de rangen van A en B gelijk
zijn. Was dit n.l. niet zo, dan was de rang van B gelijk aan k+1, dus
er bestond een determinant

r.s ® 00 a b
171 T8, r1
D= e s g o &
a S 5o a b
Tyreq | Per1Sc Her

van de wrde k+1, die van nul verschilde, A.WeZe op grond wvan een ont-
wikkeling maar de elementen der laatste kolom, waren niet alle onder-
determinanten hiervan, waarin de eerste k kolommen optreden, gelijk aan
nul. Laat nu de onbekenden en vergelijkingen zo genummerd zijn, dat de
onderdeterminant

° L] * L L] - # O iS'

Bieq ove By

Daar D # 0 is, verkeert dan ons stelsel in geval 5° en heeft dus geen
oplossing, in strijd met de onderstelling, dat wij met geval 30 en 4°
te maken hebben, en het stelsel wel een oplossing bezit.

Wij zien dus, dat het stelsel (II) dan en slechts dan tenminste
één oplossing hezit, als de rangen der matrices A en B gelijk zijn.
Jit resultaat is afkomstig van de mathematicus Capelli.

Hecht men voorts aan het symbool 00%7¥ yoor het geval g = k de
waarde 1, dan kunnen de gevallen 1° en 2° en evencens de gevallen 3°
en 4° samen worden genomen.

Opg-4-Los op het stelsel

X + ay + 2%z = ad

X + by + bgz = b3
v y + 2az = 3a°
%@@ggg, Los op het stelsel
L X+ 3y +2-u="1

X+ ¥y -2z +u=2

X -y +2+u=3

ax + y + z +u = 2’ - a
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~ OpZe6. Als aan dc vergelijking
84X, + 85Xy + ees + aqxq = b
voldoen de beide stellen oplossingen Xy = Cyyp vee xq = Oq;
Xy = d1, cee oy xq = dq, dan voldoet hieraan ook iedere lineaire com-
- binatie van de gedaante

x. = ACar x A Cot Mg,
1 A_‘,w 3 L B q."" A#M' ®

Naast het homogene stelsel gaan wij thans het homogene stelsel
vergelijkingen

ByqXy + oeee a1qxq = 0

(I11) e s s e+ e e e 4 s
ap1x1 + see + apqxq = 0

beschouwen. Hierbij zijn de rangen der natrices A en B gelijk, zodati

er steeds een oplossing bestaat. lMen is echter gewoon slechts dan

een stel (x1, <.+ sX_) een oplossing van het homogene stelsel III

te noemen, als niet alle Xy9 see 4y X gelijk zijn aan nul. Het ias

nl. direct duidelijk dat aan (III) onder alle omstandigheden het

stel oplossingen X, = ««. = x_ = 0 voldoet. Verder merken we op, dat

als aan (III) een oplossing (x1, +es 5 X ) voldoet, aan (III) evencels

de oplossing (?~x1,... y >\xq) voldoet, %en is echter gewoon de op-

lossingen (>\x1, «ee , AX_) voor verschillende waarden van A (£ 0)

als dezelfde te rekenen. Z0 zijn dus de stellen x=2; y=3 en x=4; y=6

ecnzelfde oplossing van de vergelijking 3x-2y = 0. Wij verstaan dus

onder een oplossing van het stelsel (III) een stel getallen (x1,...,x

niet alle gelijk aan nul, of alle daarmede evenredige stellen. Bij

homogene stelsels vergelijkingen komt het dus slechts op de verhou-

dingen der onbekenden aan.

)

Evenals bij het stelsel (II) voeren we weer de rang k van de
coéfficiéntenmatrix in.
Beschouw eerst het geval p > k; g > K.
Dan is, als wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo

kiezen,dat e s e s # 0 is, de determinant

a,11 LN a,*k aﬂ, »
s o s s e 5 ® @ (m= k+1,00e 3 D3 L= K+tly oo ,q_), ’
ak,l o e e akk akc f

am1 ¢ 00 am}c amt
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die van de orde k+1 is, gclijk aan nul dus als wij de minoren hierin
weer op de gcbruikelijke wijze aangeven
Za., Ay = 0, zowel voor s = ! als voor 8 # L .

Uit houdt in wegens A, £ 0, dat de m® vergelijking van het stelsel
(III) een lineair compositum is van de eerste k, zodat ieder stel
oplossingen van de eerste k vergelijkingen tevens voldoet aan de m®
vergelijking (m = lk+1, ... , D). Hicrmede is het geval p > k; g > k
teruggebrachttot het geval p = k; q > ke

Het is verder duidelijk dat men bij het oplossen der eerste k verge-
lijkingen de getallen X, 4y e+ 4 X willekeurig kan kiezen (echter
nict allen gelijk aan nul) en dan, zoals in het voorafgaande is aan-
gogeven, uit dic vergelijkingen de onbekenden Xqg ove g Ky kan op-
lossen, d.w.z. lineair uitdrukken in de grootheden Xpepqr o0 xq.
_.cn vindt dan niedt (bq—k’ maar slechts 2% stellen oplossingen
daar elk stel evenredig met cen vast stel, tot eenzelfde oplossing
aanleiding geeft.

Is g = k+1 dan vindt men juist één oplossing, die bepaald wordt
door

il

8..11}(.] + eee + a1kxk

= 8 k1 K+ 1

By Xy e F By

= 8, k+ 1% k4t

a9, k112 °°" Fx 811 ** Bk
dU.S X,lz‘“ }{-1(+1 ° ® ° ° - . % - » H ° . o . « o $ ENZ .
B k+1%k2 °°° Fkk Bq *** Oy
Stelt mens
X 849 *°* ik
Kyepq = (=) .« o s s e e (dit mag want wi] mogen alle oplossingen

Bicq v Byk| Fqr vt xq tegeliakertljé met een con-
stante, die van nul verschilt,vermenig-
vuldigen),

dan vindt men:

892 ¢ B,k 8114813 " %1,k+1
X.‘ = s @ e o o @ e s M xz = e s & e & © @ W & ; aow ;
8o ** %k, k+1 818Ky *** B, ke
a seo &
11 1k
X = ("')k . e s ® &
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e onbekenden zijn dus gelijk aan of evenredig met determinanten van
de orde k, die men uit de matrix

899 00 1,k

Bcq 0t i,k
verkrijgt, door daarin achtereenvolgens een kolom weg te laten en de
zo verkregen determinanten op de juiste wijze van een + of - teken
+~ voorzien. Men schrijft in dit geval wel kortweg

891 *°* %1,k
X1:X2;X3:-'-2Xk+1 eC e & & & e ® s @
Beq ** B,k

(Het tcken ot uit te spreken als "evénredig met de miporen van'),

x + 2y + 3z =0

Bvb. het stelsel{ heeft de oplossing
3x + 2y + 2z = 0

1 2 3 2 3 13 1 2

il
!
3

Xiyiz  ec : : = - 4:83-4 = +13 =231,
3 2 1 2 1 3 01 3 2
Het geval p 2 k; g = k kan direct worden behandeld. Immers na
gcschikte nummering der onbekenden en vergelijkingen
ByqXq T oeee F anfe = 0
heeft men e o o o o s 8 e & s s »

ap.‘X‘l 4+ ew s + a,pkxk - O.

Seschouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelsel.

it is een stelsel van k vergelijkingen met k onbekenden en rang

der matrix = k, welk stelsel één en slechts &én oplossing bezit, die

~on vindt met behulp van de regel van Cramer. Men ziet direct in, dat
wcgens het nul zijn van alle rechterleden, elk der onbekenden nul is,
zodat de gevonden oplossing niet als oplossing van het homogene stel -
sel wordt aangemcrkt.

Samenvattend zien wij dus dat p homogene lineaire vergelijkingen
in g onbckenden, waarbij de rang der cotfficiéntenmatrix gelijk is
aan k, geen oplossing bezit als k = q;

&én oplossing bezit als k = q - 1.
w351 oplasmingenbezit als k < g - 1.
Opg.7. Los op het stelsel

x+y+2z-u=0.
x+y-2+u=0.
x-y+z+u-=0.

0pg.8. Los op het stelsel
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0
0

x + ¢y +tcfz =.0
Opz.9. Los op het stelsel

2
X + ay + a2z

I

X + by + bzz

Xq ot X, + x3 + ews Xn ;‘?
X o+ 2x2 + 4x3 + aes + 2 X, = 0
n-1 _
X, + 3x3 + 9x3 + ees + 3 X, = O,
x, + (n=-1)x, + (n—1)2x + (n—1)n“1 =0
1 2 3 Xp = 70
Wij zien uit het voorafgaande dat als het stelsel
aﬂx1 4+ ses + a1nxn =0
(IV) 4 ® © o o o 4 8 ¢ o o @
+..o+aX=O

a_.x
ni1 1 nn n
een oplossing bezit, de rang der matrix narsu kleiner is dan n, du-

is de determinant ‘arsl = 0, zodat het stelsel

{;a11x1 + see + a1nxn = b1

= b

X 5 o o +
8n1*1 * n ’

&nn*n
waarin niet alle br nul zijn, dan geen oplessing bezit.
Beschouw verder het geval dat een quadratische matrix Harsn van
de n® orde de rang n-1 heeft. Dus de determinant |3rsi = 0.
Het stelsel (IV) heeft dan juist één oplossing:

XyiXpl een 3 X = A11:A12 ces A1n .
Deze oplossing vindt men ook door de minoren van een andere rij tc
nemen; dan vindt men:

X 3Kp8 e P X, = Ar1=Ar2 $ eee O Arn'
Hieruit volgt dat als een determinant |a = 0 is, elk viertal mi-

noren Ars’ Art’ Aps, Apt

V~‘Ar8: Apg = Aps: Apt'

§ 4. Veelfermen.

In deze paragraaf worden enige eigenschappen van veeltermen be~
schouwd, welke behalve voor de algebra ook van groot belang zijn
voor de meetkunde en voor andere delen van de wiskunde.

Wij beginnen deze beschouwingen met de behandeling der
Reststelling. Leat f(z) een veelterm voorstellen. Dan is de res:
bij deling van f(z) door z-a gelijk aan £(a). *
Bewijs: Men heeft :

f(z) = aozn + a1zn~ 4+ eess + anq.‘z‘l‘ an s

rsl
een evenredigheid vormt




al 27.

n n-1
= - -+ +
dus £(a) 8,2 +848 + ese + By g 8F8p o

waaruit na aftrekking volgt
f(z)-f(a) = ao(zn—an) + a1(zn“1~an'1) + oees an_1(z—a),

Tn het laatste 1lid is, zoals bekend, z2-o™ te ontbinden in de n
gedaante (z-a) qm(z) voor m = 1, Zyese, N, Waarbij qﬁ(z) een veel-
term in z voorstelt.

Opg.1. Bewijs dit.
Derhalve bezit £(z)-f(a) de gedaante (z-a)q(z), waarbij ook
g(z) een veelterm in z voorstelt. Dus
£(z) = (z-a)q(z) + £(a),
waarmede de bewering bewezen is.
Opg.2. Bepaal de rest bij deling van ‘
2t - 722 + 3z +1
door z + 1.
Opz.3. Bepaal de rest bij deling van 230 - 4218 + 1126 - Tz - 3 dooTr
29— 1. Wil men de rest bij deling van f(z) door (z-a){2~b) bepalen,
waarblij a Z b is, dan merken wij op dat wi] zosven reeds vonden dat

(1) f(z) = (z-a)g(z) + f(a).
Verder 1s evenzo
a(z) = (z-p)p(z) + q(P),
daus
(2) f(z) = (z-a)(z~b)p(z)+(z—a)q(b)+f(a)-

Uit (1) volgt
f(b) = (b-a)g(b)+f(a),

q_(‘o) = iﬁ.g%.;ﬂ_al ,

hetgeen,ingevuld in (2), oplevert

f(z) = (z-a)(z—b)p(z)+(z—a) ii%%gﬁiél +f(a).

dus

De rest bij deling van f(z) door (z-a)(z=b) is dus

(z-a) HR=EE) Lo(e) = 2(p)-f(a) , , bf(a)-af(b)

- b-a b-a

pg.4. Bepaal de rest bij deling van z"-1 door z2-1.

0vg.5. Bepaal de rest bij deling van een veelterm £(z) door -
 {z-a)(z-b)(z=c), waarin a £b, bfc,c # a

f Wil men de rest bij deling van (=) door(z-—a)2 bepalen, dan ken
ren als boven te werk gaan en wit (1) en (2) concluderen dat

f(z) = (z—a)ep(s)+(z~a)q(a)+f(a).

Terwijl wij zo&ven q(b) vonden door in (1) in te vaullen z = b, geluk
het nu niet om op soortgelijke wijze q(a) te bepalen. Wij moeten "1
kennelijk anders te werk gaan. Nu vonden wij hierboven dat
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£{z)-f(a) —ZI% a,_, (z=a")

m=0
n
= (z-a) ZZ; &, _m (zm~1+zm"2a+... +am"1),
m=
dus
n m-1 m-2 -1
alz) = 5 a o (27 427 Tat.era ),

B
I

waarult volgt n
_ m—1
(3) gqla) = %;%man_ma .

D¢ rest bij deling wvan f(z) door (z~a)2 is blijkens (2) dus Az + B,

waarin n -1
A = q(a) = Z Da, m &
m=0
en
n n
B = f(a) ~agla) = 2 & 7 ma a®
=0 n-m —" n-m

Z (1-m) & .

m=0
Opmerking. De uitdrukkingen in het rechterlid van (3) wordt wel o~
noemd de afgeleide functie van de functie f(z) genomen voor z = a.
Het begrip afgeleide (functie) wordt nader in de differentiaalr- -
*-ning behandeld. Wij gebruiken hier de volgende twee eigenschappen
van afgeleide functies:

I. De afgeleide ven de functie £(z)= ZZ: e z™
A M-~ 1

igs de functie £'(z) = 7_ maz .
m="1

T1.De afgeleide van het product f(z)g(z) van twee veeltermen f(z) o
g(z) is gelijk aan

fr(z)g(z) + £(z)g'(z) «
Opz.6. Bewijs dat de afgeleide van een som van twee veeltermen geli’k
iz san de som der afgeleiden der veeltermen.
0pgeTs Bewijs dat de afgeleide van (z-a)™ gelijk is aan m(z—a)m* i

Wij defini&ren thans het belangrijke begrip nulpunt van een veel-:
term f£(z) of wortel van een vergelijking f(z) = O. Hieronder wordt ve:
staan ecn getal W met de eigenschap f(w ) = O.

Met behulp van de reststelling ziet men direct in dat een getal *
dan en slechts dan nulpunt is van een veelterm f(z) als f(z) te schi;
ven i1s in de gedaante

f(z) = (z=w)g(z),
waarbij ook q(z) een veelterm is.
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Tot nu toe hebben wij ons er niet over uitgelaten tot wat voor
gotalverzameling de colfficiénten van onze vesltermen behoren. Be-
kijkt men vergelijkingen met gehele co&fficiénten dan is het duideli

dat de wortels niet geheel behoeven te zijn (men neme b.v. de verg.
2z+1 = 0); evenmin behoeven dc wortels dan rationaal te zijn (men i
lette op 22 - 2 = 0), ja zelfs is het mogelijk dat de wortels niet
reéel zijn (men beschouwe 22 + 1 =0). In de cursug analyse wordt bé
wezen dat iedere veelterm ten minste een al of niet re&el nulpunt bé
git. Dit nulpunt kan zoals uit het bovenstaande bleek, niet redel qx
’ij gebruiken dit resultaat (van d'Alembert) hier en bewijzen:
Stelling. Een veelterm van de n® graad is te schrijven als een pro&w
van n.ecrstegraads veeltermen.
Bewijis. Uit de stelling van d'Alembert weten wij dat een veelterm £(
van de n® graad te schrijven is in de gedaante |
£(z) = (z-w,)f,(2),
waarbi] w, een nulpunt van f(z) is en T (z) eveneens een veelterm, ;
welke kennelijk de graad n-1 heeft. Past men de stelling wvan d’Alemm
bert toe op de vecelterm f1(z) dan vindt men evenzo g
£,(2) = (z=w,)f,(2), ”
waarin fz(z) een veelterm van de graad n-2 is, enz.
Zo voortgaande vindt men tenslotte
f(z) = fn.(z-w1)(z-W2) cee (z~wn), |
waarbij fn een veelterm van de nulde graad, dus een constante is. %
Omdat twee veeltermen dan en slechts dan identiek zijn als al hun co
officiénten overeenstemmen, ziet men, lettende op de co&fficiént vau |
2", dat f, gelijk is aan de codfficiént van z" in f(z).
Wij vinden dus
n-1

(4) a zn+a1z + oeee +8

o B+a, = ao(z-w1)(z—w2) “es (z~wn).

n-1 ‘

Nu kunnen uit de identiteit van deze veeltermen nog meer connlnel
worden getrokken. Let men op de cogfficiénten van zn"1 in beide led-
dan vindt men

a, = -a W) dus w. .
1 041 ’ =1 k © | 8,
venzo vindt men n
Z: thk =~ Ta 2 9
h,k=1 o}

h<«<k
enz, De hier beschouwde uitdrukkingen Zw, Z W, W AUTPRRY naem*; e

de ¢lementair symmetrische functies der wortels WyseossWo
Opg.8. Schrijf de elememtair symmetrische functies neer van ﬁe md
punten van een veelterm van de vierde graad. ,,@
Opgs.9. Druk het product van alle nulpunten van een veeltern uit in
de co&fficidnten der veelterm. ' g
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Opge10. Toon aan dat ledere gehele wortel van de vergelijking
24 = 332% 4 20z + 12 = O.
een deler is van 12. Los daarna de vergelijking op.

Indien in het rechterlid van (4) onder de getallen Wygeee W, ge-
lijke voorkomen, zegt men dat de veelterm dubbele (of meervoudige)nul-
punten bezit: komt een factor z-w, precies m keer voor dan zegt men
dat de veelterm een m- voudig nulpunt Wj bezit; het nulpunt bezit
de multipliciteit m.

Bezit de veelterm f(z) een nulpunt w met multiplieiteit m, dan
heeft men dus

£(z) = (z-w)"g(z),

waarin g(z) een veelterm is, die niet door z--w deelbaar is. Past men
de regel II en opgave 7 van differentiéren toe, dan vindt men

£'(z) = m(z- w)m"1g(z)+(z—w)m g'(z)

= (z-w)"] { mg(z)+(z~w)g'(z)} .

Dear de laatste factor niet door z-w deelbaar is (want g(z) is het
niet), bezit £'(z) dus het nulpunt w met multipliciteit m-1. Zo door-
gaande ziet men dat de afgeleide van f'(z) aan te geven met f''(z)
het nulpunt w bezit met multipliciteit m~2 (mits natuurlijk m > 2 is),
enze.

Wij hebben ook de stellings: Bezitten f(z) en £'(z) een gemeensch -
pelijk nulpunt w, dan is w een (ten minste) dubbel nulpunt van f(z).
‘mmers stel f(z) = (z-w)g(z). Wij hebben te bewijzen dat z-w deelbaar
is op g(z). Inderdaad vindt men uit

£'(z) = g(z)+(z~w)g'(z),
welke vorm blijkens het onderstelde door z~-w deelbaar moet zijn, zodat
2(z) deelbaar is door .@-w .
Opge1l. Zij w een k-voudig nulpunt van f(z). Ga na of w dan een nul-
punt kan zijn van de (k+1)€ afgeleide van f(z).
Opge12. Toon aan dat als z2+pz+q een dubbel nulpunt bezit, geldt
p° - q = 0.
Opg.13. Bepaal de meervoudige wortels der vergelijking
z4~z3~522+12 = 0.
nventuele meervoudige wortels van een vergelijking f(z) = 0 zijn te |
vinden als gemeenschappelijke nulpunten van f£(z) en £'(z), dus als
nulpunten van de G.G.D. g(z) dezer veeltermen welke met de welbeken-
rekenwijze van Fuclides kan worden bepaald. Ieder nulpunt van $i$}~
is een meervoudige wortel van f(z). Blijkt g(z) een constante te
dan bezit g(z) geen meervoudige wortels. e
Opg.14. De vergelijking

z*-4z+a = O. v
bezit een meervoudige wortel. Bepaal a en los daarna de vargglig
0P : o
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Heeft de vergelijking f(z) = O de wortels Wogeso,W  dan is he’
geomakkelijk aan te tonen dat de vergelijking
f(z-a) = 0
(e wortels w1+a, w2+a,...,wn+a bezit.
9‘13%. 1 é- BeWijS dit.
Opg.16. Toon aan dat de vergelijking £( mﬁu ) = 0 de wortels

n

BW 5o ,aW bezit,

n
Opg.17. Bepaal de vergelijking met wortels ﬁ%“ yoesy §l~ N
n

CpZe18. Bewijs voor de veelterm aozn+a1zn"1+ »++ +a, met nulpunten
WagessW de relatie

. 1 1 1 o

r+r+.‘.+;¢?—-— =~~—-é——1,
1 2 n n

C2.19. Bewijs dat amst r(z)bijdeling van een veelterm £(z) door
(z—a)2 voldoet aan

22 1 r(z)

a 1 f(a) =0

1 0 f(a)

Org.20. Bepaal a en b zodanig dat de veelterm
2n
Z

+ az + b
«2elbaar is door (z-1)2.
Ubg.21. Van de veelterm 23 4 p22 + gz + r =0 zijn de nulpuntc:.

wj. Bepaal de veelterm met nulpunten LY wg en w3.

Opge.22. Bepaal de rest bij deling van

26 + 3z4 + 223 + 22 + 2 door 22 + 1o
Opge.23. De lengten der zijden van een driehoek zijn de wortels van
de vergelijking

23 4 p22 +qz +r =0,

Druk het oppervlak van de driehoek uit in p, q en r.
~cn getal heet algebraisch als het nulpunt is van een veelterm met
wchele coé&fficiénten. Is er geen zo'n veelterm te vinden waarvan he”
gctal nulpunt is, dan heet het transcendent.
Opg.24. Bewijs dat alle rationale getallen algebraisch zijn.
Bewijs dat !€f§ voor gehele m en n algebraisch is.-Door Lindemann i
in 1882 met behulp van niet algebraische hulpmiddelen bewezen dat !
getal T +transcendent is. Hiermede is tevens het aloude problc:.
de cirkelquadratuur definitief opgelost (in negatieve zin).



